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5Введение
Как известно в [1–6] особое место занимает
статья Г.Ф. Лаптева [1], в которой с помощью фун
даментального геометрического объекта строится
инвариантная теория дифференцируемых отобра
жений.
В данной статье изучается инъективное диффе
ренцируемое отображение Vmn:Em→An (m<n) евкли
дова пространства Em в аффинное An. Показывает
ся, что это отображение сводится к биективному
отображению Vmm:Em→Lm (m<n), где Lm – касатель
ная плоскость к mповерхности Sm, текущими точ
ками которой являются образы точек пространства
Em при отображении Vmn. С помощью компонент
фундаментального геометрического объекта ана
литически и геометрически рассматриваются ото
бражения Vmn поля двумерных площадок Г21⊂Em и
L21=VmmГ21⊂Lm⊂An.
Все рассмотрения в данной статье носят ло
кальный характер, а все функции, встречающиеся в
статье, предполагаются функциями класса С∞.
Обозначения и терминология соответствуют
принятым в [1–12].
1. Аналитический аппарат
1.1. Рассматривается mмерное евклидово про
странство Em, отнесенное к подвижному ортонор
мальному реперу R*={B
–
,ε–a}, (a,b,c=⎯1,m) с дерива
ционными формулами и структурными уравнениями
(1.1)
Здесь 1формы Θab удовлетворяют соотноше
ниям Θab+Θba=0, вытекающим из условий
ε–a,ε–b=δab ортонормальности репера R. Символом
u–,v– обозначается скалярное произведение векто
ров u– и v– евклидова пространства Em.
1.2. Рассматривается nмерное аффинное про
странство, отнесенное к подвижному аффинному
реперу R={A
–
,e–i}, (i,j,k,l=1,n
⎯
) с деривационными
формулами и структурными уравнениями
(1.2)
1.3. Репер R
*
в Em и репер R в An выбираем так,
чтобы точки B и A с радиусвекторами B
–
и A
–
были
текущими точками пространств Em и An, соответ
ственно, тогда 1формы Θa и ω i в силу (1.1) и (1.2)
являются главными и их можно считать базисными.
Зададим отображение
(1.3)
которое каждой точке B∈Em сопоставляет вполне
определенную точку A∈An, тогда дифференциаль
ные уравнения этого отображения запишутся в виде
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(1.4)
Здесь в силу (1.1) и (1.2) величины Aai удовлетво
ряют дифференциальным уравнениям
(1.5)
и образуют фундаментальный геометрический
объект
(1.6)
отображения (1.3) в смысле Г.Ф. Лаптева [1].
Замечание 1. В дальнейшем будет решаться за
дача об инвариантном нахождении двумерных пло
щадок Г21⊂Em и L21⊂An, проходящих через соответ
ствующие точки B∈Em и A∈An и определяемых ана
литически с помощью величин, охватываемых
компонентами геометрического объекта (1.6).
2. Инъективное отображение Vmn (m<n)
2.1. Кривую ku в пространстве Em, описываемую
точкой B∈Em, будем задавать параметрическими
дифференциальными уравнениями
(2.1)
Здесь величины ua при фиксированных первич
ных параметрах, т. е. при Θa=0, удовлетворяют
дифференциальным уравнениям
где δ – символ дифференцирования по вторичным
параметрам.
Из (1.1) следует, что прямая
(2.2)
является касательной к кривой ku в точке B∈Em.
Поэтому в дальнейшем будем считать, что смеще
ние в направлении (2.2) (или в направлении u) бу
дет означать смещение по кривой (2.1) (или по
кривой ku).
Заметим, что образом кривой (1.4) при отобра
жении (1.3) будет кривая в An:
(2.3)
Касательной к кривой (2.3), описываемой точ
кой A∈An, будет прямая в An:
(2.4)
являющаяся в силу (2.3) образом прямой (2.2) при
отображении Vmn:Em→An.
2.2. Будем предполагать, что отображение
Vmn:Em→An является инъективным, т. е. m<n. Тогда
из (1.1) и (1.2) с учетом (1.4), (2.1) и (2.3) следует,
что, когда точка B проходит все пространство Em, ее
образ A=VmnB в аффинном пространстве An описы
вает mповерхность Sm с касательной mплоскостью
Lm. Проведем такую канонизацию аффинного ре
пера в An, при которой
(2.5)
Здесь и в дальнейшем символ Hs(X
–
,x1
–,x2
–,...,xs
–)
обозначает sплоскость в An, проходящую через
точку X параллельно линейно независимым векто
рам x1,...,xs
– пространства An. Учитывая (2.5) и (1.2),
получаем, что дифференциальные уравнения m
поверхности Em в An имеют вид:
(2.6)
Из (2.6) с учетом (1.4) получаем, что дифферен
циальные уравнения отображения Vmn:Em→An, сводя
щегося к отображению Vmm:Em→An принимают вид:
(2.7)
что в силу (1.5) и (1.1) приводит к дифференциаль
ным уравнениям:
(2.8)
Здесь
(2.9)
т. е. отображение Vmm:Em→An предполагается невы
рожденным. Поэтому существует обратное отобра
жение
(2.10)
2.3. Рассмотрим в точке B пространства Em две
прямые
(2.11)
Образами этих прямых при отображении
Vmn:Em→An будут в силу (2.7) прямые
(2.12)
Скалярное произведение направляющих векто
ров u–=uaε–a и v–=v bε–b имеет вид
(2.13)
Из (2.7)–(2.12) следует, что для билинейной
симметрической формы
(2.14)
в точке A скалярное произведение (2.13) является
прообразом при отображении Vmn:Em→An. Из (2.8) и
(2.14) с учетом (2.9) следует, что величины Bαβ удо
влетворяют дифференциальным уравнениям
(2.15)
Поэтому
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Из (2.13)–(2.16) следует, что в точке A∈An, яв
ляющейся образом точки B∈Em при отображении
Vmm:Em→An, в Lm определен (m–1)мерный конус
B 2m–1∈A второго порядка (в общем случае невырож
денный), заданный следующими уравнениями:
(2.17)
причем
(2.18)
Таким образом, доказана следующая
Теорема 2.1. С отображением Vmn:Em→An (m<n) в
аффинном пространстве An ассоциируется mпо
верхность Sm с касательной mплоскостью Lm в точ
ке A∈Sm с инвариантно определенным полем кону
сов B 2m–1⊂Lm с вершинами в текущей точке A
3. Поле гиперплоскостей Ln–1⊃Lm
3.1. Поле (m+1)плоскостей Ln–1⊃Lm.
Точке B∈Em сопоставим в соответствующей точ
ке A∈Lm⊂An гиперплоскость Ln–1(x)⊂An, проходя
щую через Lm:
(3.1)
Из (1.2) в силу (2.8) и (2.5) заключаем, что мно
жество всех прямых (2.3) – образов соответствую
щих прямых (2.2) при отображении Vmn – вдоль ко
торых Lm и бесконечно близкая Lm' к ней принадле
жат гиперплоскости (3.1), образует конус
q 2m–1(Ln–1(x))⊂Lm с вершиной A∈Sm, определяемый
уравнениями:
(3.2)
Все гиперплоскости Ln–1(x), которым отвечают
конусы q2m–1(Ln–1(x)), аполярные конусу B 2m–1⊂Lm, в
силу (2.17) и (3.2) пересекаются по (m+1)плоскости
(3.3)
Здесь величины Λαl определяются по формулам
(3.4)
и в силу (2.15), (2.17) и (2.8) удовлетворяют диффе
ренциальным уравнениям:
(3.5)
3.2. Поле фокальных гиперконусов T mn–1 в An.
Обозначим T mn–1 – множество всех гиперплоско
стей (3.1), которым отвечают вырожденные конусы
q 2m–1(Ln–1(x)) второго порядка, по крайней мере с
прямолинейной вершиной, проходящие через точ
ку A∈Sm⊂An т. е. det[xαlAαlαβ]=0.
Отсюда следует, что множество T mn–1 является ги
перконусом класса в An с вершиной Lm, определя
емым уравнением:
(3.6)
где симметрические величины Aαl1...αlm находятся по
формулам
(3.7)
и в силу (2.8) удовлетворяют дифференциальным
уравнениям
(3.8)
(по α суммировать).
Здесь явный вид величин Aaα
l1...αlmBβα для нас несу
щественен.
Заметим, что гиперконус T mn–1 является фокаль
ным в смысле [9] и [10].
3.3. Поле гиперплоскостей Ln–1⊂An.
Из (3.6) и (3.3) следует, что в точке A∈Lm, яв
ляющейся образом точки B∈Em при отображении
Vmm:Em→Lm, (m+1)плоскость Lm+1 будет линейным
полюсом, в смысле [11. С. 1317], гиперплоскости,
(3.9)
относительно гиперконуса T mn–1 тогда и только тог
да, когда yαl удовлетворяет системе n–m алгебраиче
ских уравнений
(3.10)
с n–m+1 неизвестными yαl, λ.
Так же, как и в случае системы [11. Ур. (39’)],
можно показать, что система (3.10) определяет ко
нечное число гиперплоскостей (3.9) указанного ти
па. Проведем в An такую канонизацию аффинного
репера R, при которой
(3.11)
Геометрически это означает, что
(3.12)
Из рассмотрения исключаются случаи, если в
точке A∈Sm:
1. Λαl=0, тогда Lm+1 не определена.
2. Am+1,...,m+1=0, тогда Ln–1∈T mn–1.
3. det[Aα~,β
~
,m+1,...,m+1]=0, тогда Ln–1 определяется бесчи
сленным числом способов.
Из дифференциальных уравнений (3.5) и (3.8) с
учетом (3.11) получаем дифференциальные уравнения:
(3.13)
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Замечание 3.1. Из (3.12) и (3.13) следует, что
mповерхность Sm в An инвариантным образом ос
нащена полем касательных гиперплоскостей
Ln–1⊃Lm. Поэтому поле оснащающих (n–m)пло
скостей Ln–m на Sm:Ln–m∈A,Ln–mLm=A,An=Ln–mLm
аналитически и геометрически можно найти так же
как и в [12. C. 17–21].
4. Поля двумерных площадок 
и (m–2)7плоскостей в Em и Lm⊂An(m<n) 
4.1. Поле гиперконусов q 2m–1⊂Lm⊂An.
Из (3.2) и (3.12) следует, что точке A∈Sm⊂An, яв
ляющейся образом точки B∈Em, отвечает в Lm ко
нус q 2m–1 второго порядка с вершиной A, определя
емый уравнениями:
(4.1)
Прообразом этого конуса в Em при отображении
Vmn является конус
(4.2)
где величины Cab, симметрические по a и b, определя
ются по формулам Cab=Aαβm+1AaαAbβ и удовлетворяют диф
ференциальным уравнениям dCab–CcbΘac–CacΘbc=CabcΘc.
Здесь явный вид величин Cabc для нас несущественен.
4.2. Линейные подпространства Г21⊂Em, Г 2m–2⊂Em
и L21⊂Lm, L 2m–2⊂Lm.
Имеет место следующая
Теорема 4.1. С отображением Vmm:Em→Lm ассо
циируются следующие распределения:
1. Δ1m–1,m: B→Г21; Δ2m–2,m: B→Г 2m–2:
а) Г21⊥Г 2m–2, Г21Г 2m–2=Em;
б) Г21 и Г 2m–2 сопряжены относительно q~2m–1⊂Em.
2. ~Δ1m–1,m: A→L21; ~Δ2m–2,m: A→L2m–2, L21L 2m–2=Lm, L21 и
L2m–2 сопряжены относительно конусов B 2m–2 и
q 2m–2.
3. L21=VmmГ21, L 2m–2=VmmГ 2m–2; Vmm:Em→Lm.
Доказательство. Каждой точке B∈Em и соответ
ствующей ей при отображении Vmm точке A∈Lm со
поставим следующие линейные подпространства.
1. В пространстве Em.
(4.3)
где ha1
a2 и ha2
a1 в силу условий инвариантности относи
тельно репера R* в Em удовлетворяют дифферен
циальным уравнениям:
2. В подпространстве Lm=VmmEm.
(4.4)
где ga1
a2 и ga2
a1 удовлетворяют дифференциальным ура
внениям
Из (2.17) и (4.1)–(4.4) следует, что
а) ортогональные линейные подпространства Г21 и
Г 2m–2 сопряжены относительно конуса B 2m–1⊂Em
тогда и только тогда, когда m2=2(m–2) величин
ha1
a2=–ha2
a1 удовлетворяют системе из m1 алгебраи
ческих уравнений:
(4.5)
б) линейные подпространства L21⊂Lm⊂An и
L2m–2⊂Lm⊂An сопряжены относительно конусов
B 2m–1⊂Lm и q2m–1⊂Lm тогда и только тогда, когда
m2=2m1=4(m–2) величин ga1
a2 и ga2
a1 удовлетворяют
системе m2 алгебраических уравнений
(4.6)
Рассматривая якобиевы матрицы систем (4.5) и
(4.6) и подсчитывая их ранги, например, при
ha1
a2=–ha2
a1=0 для системы (4.5) и при ga1
a2=ga2
a1=0 для си
стемы (4.6), можно убедиться в том, что ранги ука
занных матриц в общем случае равны, соответ
ственно, m1 и m2. Это означает, что каждая из си
стем (4.5) и (4.6) состоит из алгебраически незави
симых уравнений. Поэтому системы (4.5) и (4.6)
определяют конечное число соответствующих ли
нейных подпространств, о которых идет речь в на
стоящей теореме. Связь соответствующих линей
ных подпространств, указанных в условии 3, выте
кает из их геометрической интерпретации. Теоре
ма 4.1 доказана.
Замечание 4.1. Справедливость теоремы 4.1 выте
кает также из нижеследующих геометрических со
ображений. С конусом q~2m–1⊂Em, определенным ура
внениями (4.2), ассоциируется центроаффинное
преобразование П с центром в точке A: каждой пря
мой u=(B
–
,ε–a)ua⊂Em отвечает гиперплоскость Un–1⊥u.
Этой гиперплоскости отвечает прямая u*=(B
–
,ε–a)u* a
являющаяся полюсом гиперплоскости Un–1 относи
тельно конуса q~2m–1. Легко видеть, что в общем случае
существует m направлений ua, совпадающих с u
*. Эти
инвариантные направления являются собственны
ми направлениями преобразования П: Em⊥Em. Заме
тим, что каждое из направлений ua(a=1,2,...,m) орто
гонально соответствующей гиперплоскости, прохо
дящей через остальные направления. Из этих напра
влений (m(m–1))/2 способами определяются линей
ные подпространства Г21 и Г 2m–2⊥Г21 в Em.
Аналогичная геометрическая картина возника
ет и в mплоскости Lm=VmmEm, поскольку конусы
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1 2 2 1 1 2 1 1 2 2 2 1 1 2
2 1 1 2
1 2 2 1 1 2 1 1 2 2 2 1 1 2
1
2 1 1 1 1
1 1 2 2
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α β β α
α β α β α β α β β α β α α β
α β β α
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≡ + + + =
≡ + + + =
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ϕ ≡ + + + =
= =
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1 1 2 1 1 1 1 1
1 1 1 1 2 1 1 1
2 2 1 2 2 2 2 2
,
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( 1, ).
a a
a a
a a
a a
dg g g g g B
dg g g g g B
m
α β α α β α α α α
α α β β α α α α α
α β α α β α α α α
α α β β α α α α α
ω ω ω ω
ω ω ω ω
α
+ − + = Θ =
+ − + = Θ =
=
l l
l
2 2 1 1 1 2
1 2
1 2
2 2
1 1 1 2 2 2
: , 0; : , 0,
( , , 1,2; , , 3, ; 1, ),
mL x g x x L x g x x
m m n
α α α α α αα α
α α
α β γ α β γ α
−= = = =
= = = +
2 2 2 2 1 2 2
1 1 2 1 1 1 1
1 1 1 1 2 1 1
2 2 1 2 2 2 2
;
, ( , 1, ).
a b a a b a a b
a a b b a a a b
a b a a b a a b
a a b b a a a b
dh h h h
dh h h h a b m
+ Θ − Θ + Θ = Θ
+ Θ − Θ + Θ = Θ =
2 2 1 1 1 2
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2 1
1 2
1 2
2 2
1 2
2 2
1 1 1 2 2 2
: ; : ,
,
( , , 1, 2; , , 3, ),
a a a a a a
a m a
a a
m a a
u h u u h u
h h
a b c a b c m
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−
Γ = Γ =
Γ ⊥ Γ ⇒ = −
= =
2
1 : 0,
a b
m abq C u u− =
l2 1
1 : 0, 0.
m
mq A x x x
α β α
αβ
+
− = =
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B 2m–1 и q 2m–1, см. (2.17) и (4.1), порождают центроаф
финное преобразование П
*
: Lm→Lm: для прямой
x=(A
–
,ε–a)xa?∈Lm полярой является та (m–1)пло
скость в Lm относительно конуса B 2m–1⊂Lm, полюсом
которой является прямая y=П
*
x⊂Lm относительно
конуса q 2m–1⊂Lm.
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Под дробным анализом (или дробным исчисле
нием) будем понимать направление в анализе, в
котором исследуются аналитические операции
дифференцирования и интегрирования любых ко
нечных вещественных порядков, как целочислен
ных, так и нецелочисленных, что обобщает «стан
дартный» анализ, в основе которого лежат произ
водные и интегралы первого порядка или поряд
ков, кратных единице.
Путей такого обобщения известно много [1].
Наиболее простой из них предложил Адамар на ос
нове введённого им оператора дробного интегро
дифференцирования функций, которые выража
ются через степенные ряды [2]
Здесь d sx оператор Адамара порядка s, действую
щий над множеством степенных функций xm, s, x,
∈R, m∈Z, s=const, Г(...) – гаммафункция Эйлера.
Случаи s < 0 соответствует операторам дробного
дифференцирования порядка s, которые обозна
чим как d –sx. При s>0 – операторы дробного инте
грирования порядка s. При s=0 оператор Адамара
становится единичным оператором.
Оператор Адамара носит алгебраический харак
тер, что делает его более простым, чем другие опе
раторы дробного интегродифференцирования [1].
0 0
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